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RESUMEN

El siguiente trabajo intenta aproximar al lector a una reflexion sobre la ensefianza de los
productos notables y las progresiones aritméticas a partir de un relato que vincula el
concepto de numero segin Pitagoras’ con una nueva metodologia de ensefianza-
aprendizaje. Esta consiste en la comprension de los arquetipos mitologicos (enfoque
mitoldgico) como elementos esenciales de la cultura, es asi, Rollo May propone cuatro
funciones bésicas del mito: 1) Confiere sentido de la identidad personal al responder a la
pregunta ¢Quién soy?, 2) hace posible nuestro sentido de la comunidad, al vincularnos con
aquellos con quien lo compartimos; 3) afianza nuestros valores morales, lo cual es
fundamental en una época como la nuestra, secuestrada por el cinismo y la hipocresia, y 4)
constituye una forma de enfrentarnos al inescrutable misterio de la creacion. Con este fin,
podemos usar libremente mitos, cuentos e historias en la ensefianza de la matematica,
logrando asi una comprension profunda de los conceptos cientificos, asi como una reflexion

sobre los aspectos mas trascendentales que aquejan al ser humano.

LEl ntmero es el principio universal de todas cosas.
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En el primer relato propuesto, Apolo convierte las orejas del rey Midas en orejas de
burro, al no dar respuesta a la multiplicacién 24 por 16. De este incidente parte Pitagoras
para explicar a sus discipulos lo facil que resulta multiplicar usando las ménadas. En el
segundo relato propuesto, Eos utiliza el método pitagdrico para calcular el nimero de toros
que sacrificara a Zeus, si el primer dia sacrifica un toro, el segundo dia dos toros, el tercer
dia tres y asi sucesivamente hasta llegar al dia 29. De esta manera, junto a Pitadgoras se
descubre el producto notable “la suma por la diferencia de dos cantidades” y los numeros

triangulares “progresiones aritméticas”.

1. CONTENIDO

El siguiente trabajo es una propuesta metodoldgica para la ensefianza de los productos
notables y progresiones aritméticas que busca que el aprendizaje de esta area del
conocimiento sea agradable y significativo®. Al igual que en una clase, este trabajo tiene
tres momentos: en el momento inicial, se presenta una situacion de aprendizaje basada y
recreada en la historia de este conocimiento; el segundo momento, corresponde al
desarrollo de la parte técnica brotada de la situacion de aprendizaje; y por tltimo, se hace el

cierre de la situacion de aprendizaje, con la reflexién sobre lo expuesto.

Uno de los retos mas grandes que enfrentan los educadores, es el de Ensefiar
Matematica. ES conocido que en todos los niveles académicos desde la escuela, pasando
por el colegio y llegando a la Universidad, el fracaso estudiantil se concentra en el area que
abarca la matematica: Aritmética, Algebra, Légica, Célculo Diferencial, Célculo Integral,
Matrices, Tensores, Transformadas, Métodos Numéricos, etc. Son las materias que por

excelencia han atormentado a generaciones y generaciones de estudiantes.

¢Cual serd la solucion? ¢(Mas dedicacion de los alumnos? ¢Mejor dominio de la
matematica por parte del profesor? ;O es que acaso la matematica simplemente es

“dificil”? Son preguntas que circulan en todo ambiente educativo y aqui se intenta abrir una

2 David Ausubel.
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reflexion desde esas interrogantes generales y responder de manera muy puntual dentro de
una experiencia de clase. Es necesario entonces vincular recursos de narrativa historica para
reproducir y recrear situaciones originales en las aulas de nuestros alumnos. Consideramos
gue estas asignaturas no deben ser “ensefiadas” ni mucho menos impuestas, en lugar de
ello, proponemos que el docente propicie que los conocimientos “broten” de la situacion,
tal como ha ocurrido a través de los siglos, desde los indios y arabes como Al-Joarizmi,

europeos como Tartaglia, Descartes, Gauss, Riemman, y tantos otros.

En vista de que se trata de una propuesta metodologica para la ensefianza de los
productos notables y progresiones aritméticas en base a la concepcién numérica de
Pitagoras, los tres momentos se han identificado con tres tipografias. En la situacién de
enganche y cierre, se utiliza el Times New Roman; en el desarrollo, Geometr 231 BT y en
lo correspondiente a la parte técnica (nUmeros, conectores, simbolos, etc.), Technical. Con

esto, queda identificado claramente lenguaje y metalenguaje.

1.1.EJEMPLO PARA PRODUCTOS NOTABLES
Las orejas de burro del rey Midas
Pitagoras descubre el producto de la suma por la diferencia:
(m + n)(m-n) =m? - n?

El rey Midas de Macedonia era amigo de los placeres. El plantd el primer jardin de rosas
en el mundo, y se pasaba los dias enteros celebrando banquetes y escuchando musica. Una
vez el banquete duro dieciséis dias y dieciséis noches seguidas. Fue entonces que Apolo le

dijo:

—¢No te parece que estas exagerando con los placeres? jDieciséis dias no duran los

banquetes ni en el Olimpo!

—Solo agasajé a mis invitados, —replic6 Midas.— ¢ Qué hay de malo en ello?
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—Nada, —dijo Apolo,— si me puedes decir cuantas horas has estado celebrando.
—Es muy facil, —contesté Midas.— Los dieciséis dias contienen...

Pero como no era muy amigo de los nimeros, por mas que se esforzd, no pudo decir

cuéntas horas exactamente.

—Eres un burro, —le dijo Apolo. Le tocd las orejas que de pronto crecieron,

volviéndose largas y peludas como las de un burro.

Midas se sonrojo y se las cubrié con un alto gorro frigio. Pero su barbero tuvo que

enterarse, porque los frigios se cortaban el pelo muy corto. Midas le amenazé:
—iNo hables del asunto! Te mataré si lo cuentas a alguien.
El barbero se contuvo durante algun tiempo; pero un dia exclamo:
—iNo puedo mas! jEstoy que reviento con el secreto!

Corri6 a la orilla del rio Pactolo y cavo un hoyo en la arena. Mir6 cuidadosamente
alrededor, por temor que alguien estuviera escuchando, y dijo en voz baja, con la cabeza en

el agujero:
—iEl rey Midas tiene orejas de burro!

Volvio a tapar el agujero para que el secreto quedara enterrado, y se marcho de alli

aliviado. Pero un junco broté del agujero, y en voz baja dijo a los demas juncos:
—iEl rey Midas tiene orejas de burro!

Pronto los pajaros se enteraron de la noticia, y se la llevaron a un hombre llamado
Melampo que entendia su idioma. Melampo se lo contd a sus amigos, y Midas, al salir de

su carro un dia, oy6 que todo su pueblo gritaba a coro:

—iQuitate el gorro, rey Midas! jQueremos verte las orejas!
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Midas le corto la cabeza al barbero, y luego, como sentia mucha vergienza, se mato.

Varios siglos mas tarde, Pitdgoras se enteré del incidente e, indignado, se llevo las

manos a la cabeza:

—¢COmo es posible que Midas no haya podido multiplicar veinticuatro por dieciseis?

En este momento Pitdgoras se dispone a dibujar algo en el suelo para realizar la

multiplicacion. ¢Le ayudas?

Lo que Pitagoras quiere hacer es multiplicar veinte y cuatro por dieciséis:

24 x16="7?

Para saber cuantas horas festejo6 Midas, debes multiplicar las veinte y cuatro horas que
tiene el dia por los dieciséis dias que duré el banquete. Este es el dibujo que Pitagoras traza

en el suelo con su baston:

® © 06 0 0 06 0 06 0 0 0 06 06 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0o |
© 0006000000000 0606000000000

© 0000000000000 0000000 000

® © © © © 6 06 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

© 0006000000000 0606000000 000

© 0000000000000 00060000 000

© 0000000000060 06060600000000
0000000000000 0000000 0 0 o 16dias
® © © © 0 06 06 06 06 0 0 0 06 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 o

© 0000000000600 060000000000

© 0000000000000 006006000 000

® © © © 0 06 06 06 06 0 0 0 06 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0

© 0060600000000 006006060000000

© 0000000000000 000000000 0

© 0000000000000 06000000000

© © 0 0000000006 060000000 000 o —
| 24 horas |

Para enterarte cuantas horas festejo Midas, puedes contar las ménadas. Sin embargo,
contar aburre a Pitagoras, y €l decide hacer otra cosa. ¢Quieres saber cual? Traza una linea,

asi:
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©

—
| |
I 1

20

iHaz lo mismo en una hoja de papel! Ahora corta la figura siguiendo la linea. Obtendras

lo siguiente:

Ubica el rectangulo pequefio debajo del grande, de este modo:
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16
® © 0000000600000 00
® © 0000006000000 00
® © 0000060600000 0 00
® © 0000600600000 0 00

IZi—ITiIZIZZIZI:IZZZIII

Como te das cuenta, se acaba de formar un cuadrado de veinte monadas por veinte. Pero
este cuadrado no estd completo, estd quitado un cuadrado de cuatro ménadas por cuatro.

Entonces, el nimero total de ménadas lo puedes calcular asi:

20x20-4 x4 =400 - 16 = 384.

Comprueba tu resultado en el sistema de numeracion actual:

24

16

T 144

24

384.

iFacil!, ;verdad? Ya lo sabes: jMidas estuvo celebrando con sus amigos durante 384

horas!

A la identidad que acabas de descubrir la puedes llamar producto de la suma por la dife-
rencia. Asi la Ilamo Pitagoras, quien vivié entre los afios 585 — 500 a.C. El fundo la escuela
de Crotona, la cual alcanzo6 gran preponderancia en el mundo antiguo. La idea fundamental

de la filosofia pitagdrica es que solo el nimero y la forma nos permiten entender la natura-
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leza del universo. Pitagoras hizo del nimero el principio universal por excelencia, incluso
pensd que tenia ciertos atributos humanos. Uno significaba la razon, a causa de ser
invariable; dos la opinion; cuatro, la justicia, por ser el primer cuadrado perfecto, el produc-
to de iguales; cinco, el matrimonio, por ser la unién del primer nimero femenino (2) y el
primer nimero masculino (3). Los numeros pares eran considerados como solubles y por
consiguiente efimeros, femeninos, pertenecientes a la tierra; los nUmeros impares eran inso-
lubles, masculinos, coparticipes de la naturaleza celeste. EI uno no era considerado como
ndmero, sino mas bien como el origen de todos los nimeros, la ménada; el diez era el

numero sagrado, pues es la suma de los cuatro primeros numeros.

Igual que ta, Pitdgoras descubrid el producto de la suma por la diferencia y lo generalizd

a cualquier par de nimeros my n:

(m+n)(m-n) =m?-n?
iMiral

—EI banquete duro trescientas ochenta y cuatro horas, —dijo Pitagoras.— Lo que pare-
cia ser un producto, en realidad ha sido una diferencia de cuadrados. Midas tenia miedo a

los niumeros, pero son bondadosos con el sabio.

Ahora que conoces el método pitagérico, puedes ayudar a los héroes de la mitologia

griega a resolver sus problemas. ¢ Estas listo para la aventura?

PARA LA REFLEXION
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e ;Crees que se ha manteniendo que el nimero es el principio universal de todas
las cosas? ¢ Qué piensas al respecto?

e EIl método aplicado para resolver el producto notable, ;afirma la idea de
Pitagoras sobre La concepcion?

e ;Alguna vez te has sentido como el rey Midas?

e ;Quiénes castigan o aprueban nuestros actos?

1.2.EJEMPLO PARA PROGRESIONES ARITMETICAS
Por qué se ruboriza la aurora

Conoce los nimeros triangulares:
1
1+2+34+4+...+n :En(n +1)

Cuando termina la noche, Eos se levanta de su lecho justo antes que el Sol. Monta
en un carro de color rosado, y se dirige a comunicar a los Olimpicos que su hermano Helio
estd en camino. Cuando aparece Helio, lo acompafa en su viaje, hasta que anuncia su

llegada a las costas occidentales del océano.

Un dia Afrodita, la Diosa del amor, encontr6 a Ares, el Dios guerrero, en el lecho de

Eos, y se enojé mucho.

—iTe maldigo por esta indiscrecion! —qrité a Eos.— De hoy en adelante padeceras el

deseo constante de los mortales jovenes.

Eos inmediatamente empezd a enamorarse y a seducir a los hombres, uno tras otro,
secreta y vergonzosamente. Primero fue Oridn; el siguiente Céfalo, y luego Clito. Un dia
Eos sintié que no puede soportar mas este castigo, y decidio hacer un sacrificio a Zeus para
que la liberara de la maldicion. El primer dia sacrificé un toro; el segundo dia, dos toros; el

tercer dia, tres toros.

10
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—Seguiré sacrificando un toro mas cada dia, durante veintinueve dias, —decidio.—

iEstoy segura que a Zeus le gustara mi constancial

¢Cuantos toros en total sacrificard Eos al Padre de los Olimpicos? ;Le ayudas a averi-

guarlo?

Lo que debes hacer es sumar: por el primer dia, un toro; por el segundo dia, dos toros;

por el tercer dia, tres toros, y asi sucesivamente, hasta llegar al dia veintinueve:

1+24+3+4+..+29="?

dia toros
1 . 1
2 ) 2
3 oo o 3
4 eo oo 4
5 ee oo o0 5
6 ee 0000 6
7 e0e o000 oo 7
8 ee 00000 8
9 ee 0000000 9
10 000000000 10
11 R I I I I B I Y 11
12 e 0000000000 12
13 000000000000 13
14 0000000000000 14
15 0000000000000 o0 15
16 0000000000000 00 16
17 0000000000000 00 17
18 0000000000000 000 0 18
19 @0 0000000000000 0000 19
20 @0 0000000000000 00000 20
21 @0 0000000000000 0000 00 21
22 0 0000000000000 000000o0 22
23 0 0000000000000 00000000 23
24 0 0000000000000 000000000 24
25 @0 0000000000000 0000000000 25
26 @000 0000000000000 000000000 26
27 @0 0000000000000 00060060000000 27
28 @0 0000000000000 00000000000 00 28
29 @O0 0000000000000 0000000000000e - 29

¢ Crees que puedes representar esta suma con monadas? jClaro que si! Hazlo:

El tridngulo que se acaba de formar, contiene a todos los toros que sacrificara Eos.
Desde la parte superior del triangulo, la primera ménada corresponde al toro que sacrificara
Eos el primer dia; las dos monadas de la segunda fila corresponden a los dos toros del
segundo dia; las tres monadas de la tercera fila corresponden a los tres toros del tercer dia;
y asi sucesivamente hasta llegar a la Gltima fila del tridngulo, donde estan veintinueve mo-

nadas que corresponden a los veintinueve toros del Gltimo dia. Para averiguar cuantos toros

11
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sacrificara Eos, puedes contar las monadas; pero ¢no te parece aburrido? jPiensa en algo

mas creativo!

m
(=}
=

A

@

Observa la figura que se forma con los toros de los dos primeros dias. ;Qué es?

Correcto: jun triangulo!

ANM<T OO0

5 ANMIIO©N~0o

o
—

10
11
12
13
14
115
16
17
18
19
20
21

—ANM<
— -

DO~ O N
— —A NN

22

23
24
25
26
27

28
29

0000000000000 000000000000 0 00 29

¢Se te ocurre alguna forma de calcular sus mdnadas? Dibuja otro triangulo igual, de

Ve

, aSl:

modo que se forme un rectangulo

12
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dia toros
1 o o 1
2 2
3 oo o 3
4 eeo oo 4
5 EEEX] 5
6 e0o 0000 6
7 ee o000 o0 7
8 o0 000000 8
9 EEEEEREEEX 9
10 000000000 10
11 0000000000 11
12 00000000000 12
13 000000000000 13
14 0000000000000 14
15 0000000000000 15
16 @00 0000000000000 16
17 0 0000000000000 0o0 17
18 0000000000000 0000 18
19 0000000000000 0000 0 19
20 0 0000000000000 000 00 20
21 00 000000000000 000000 21
22 0000000000000 000000 00 22
23 0000000000000 0006000000 23
24 0000000000000 0000000000 24
25 0 0000000000000 0000000000 25
26 0000000000000 0006000000000 26
27 0000006000000 00006000606000000 27
28 0000000000000 000000060000000e 28
29 0000000606000 0600000000000000 00 29

Los toros que se sacrificaran son: uno en el primer dia, més dos en el segundo dia, que
suman tres. Este resultado corresponde a la mitad del rectangulo de tres ménadas de base

por dos de alto. Lo puedes registrar de la siguiente manera:
1+2=1x(3x2)

Procede de la misma manera con los toros que corresponden a los tres primeros dias.

Completa el rectangulo, calcula su area, y dividela para dos:

13



ISBN: 978-9962-8979-9-6

toros

8
©

HANNMITOONO0O

ANMITO OO0

O—=dNM< LN ©
A

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25

MNOOOANMS LD O
NNNNNN

26

27

28

@0 00 0000000000000 000 0000000 0 029

28
29

La cantidad de toros que Eos sacrificara en los tres primeros dias, es la mitad del rectan-

gulo de cuatro moénadas por tres. Registralo:

=6.

=$x(4x3)

1+2+3

Repite este proceso hasta llegar a la Gltima linea del triangulo,

30

(o]
N

14
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Se acaba de formar un rectangulo, cuya base es de treinta ménadas, y altura de
veitinueve. Los toros que sacrificara Eos corresponden a la mitad de este rectangulo. Anota

este resultado:

1+2+3+...+29:%x(29><30):29><15

Pero ¢cuanto es 29x159

Para encontrar el nimero de toros que sacrificara Eos, necesitas multiplicar los nUmeros

veintinueve y quince. Representa a esta operacion con un rectangulo, asi:

15

® ®© © 060060606000 00 00
® ®© © 0600606060600 00 00
® ®© © 060060606000 0 0 00
® ®© © 060060606000 00 00
® ® © 00060606000 00 00
® ®© 0 00060606000 00 00
® © 06 00060606000 00 00
® © 0 000606060600 00 00
® ®© 0 00060606000 00 00
® © 0 000606060600 00 00
® © 06 00060606000 00 00
® © 06 00060606000 00 00
® © 06 00060606000 00 00
NMeo o o000 00 0000000

[{e

Para enterarte de cuantos toros se trata, puedes contar las monadas del rectangulo. jPero
un pitagorico no haria eso! ;Coémo crees que puedes proceder? jForma un cuadrado! ¢Se te

ocurre como hacerlo? Toma tu tiempo, intenta diferentes posibilidades.

Divide el rectangulo en dos: uno de base veintidds, y otro de base siete. Asi:

15
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22

®© 000006000000 0 00
® 000060006000 0 0 00
®© 0000600000000 00
®© 0060600000000 0 0 o
®© 0000600000000 00
®© 0000600000000 00
®© 0000600000000 00 /

16

ST

Ubica el segundo rectangulo debajo del primero:

ST L

Como te das cuenta, se acaba de formar un cuadrado de veintidés moénadas por
2%x22—-Tx7="?

veintidos, restado un cuadrado de siete ménadas por siete. Entonces, el numero total de
Sabes que 7 por 7 es 49, pero 22 x 22 = ? ;Cdémo calcularias este nimero? Representa la
multiplicacion de veintidds por veintiddés como un cuadrado formado de monadas, asi:

monadas lo puedes calcular asi:
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[44

® 0000006000600 000000 00 09
® 0000000006000 000000 0 09
® 0000000006060 0000000 0 090
® © 0000000060000 00000 0 090
® 0000006006060 00000000 00
® 0000000006060 000000 00 09
® © 0000000060600 000000 0 09
® 0000000060060 0000000 0 09
® © 0000000600600 000000 0 09
® © 0000000606000 0000090 0 09
® 0000000606000 0000000 0 09
® 0000000000600 000000 0 09
® 0000000060600 0000000 0 09
® 0000000006000 0000090 0 09
® 0006060060006 0606000 000090 09
® ® 0000060000600 00 000 090 09
® ® 0000060000600 00 000 090 09
®© 000000606006 0606000 000090 09
® ®© 00600060600 06060 000000 0 09
®© © 0000006000600 00 0000 0 09

22

® 0000606006006 06006060606060 00 900 -

¢ Qué te parece si usas el conocimiento adquirido en la unidad siete? Es decir, representa

el producto 22 x 22 como (20 + 2) x (20 + 2).

20

0¢

=5

~T

Como puedes ver, se han formado cuatro figuras: un cuadrado de veinte por veinte; otro

cuadrado de dos por dos; y dos rectangulos de veinte por dos. Esto significa que la

multiplicacion de veintidds por veintidds la puedes escribir asi:

20% 20+ 2x (20 +2) + 4

(20 +2)x (20 +2) =

22x22

=484

400+80+4

17



ISBN: 978-9962-8979-9-6

Ahora resta de 484 monadas las 49 que constituyen 7 x 7:
484
49
435,
Ya lo sabes: jEos sacrificara a Zeus 435 toros!

¢Qué te parece si generalizas la suma de los primeros n numeros? Pitagoras lo Ilama el

n-ésimo namero triangular:

T,=1+24+3+4+..+n.

¢Como calcularias esta suma? Representa, dentro de un triangulo equilatero, el primer
sumando con una moénada; el segundo sumando con dos ménadas; el tercer sumando con
tres ménadas Y, repite este proceso hasta completar la suma de los primeros n numeros.

Asi:

El tridngulo que se acaba de formar, representa la suma de los primeros n nameros. ¢Qué
harias para calcular la cantidad de moénadas en esta figura? Transformala en un triangulo

rectangulo, tal y como lo hiciste con los toros:

18
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®© 000000 00

® 00000 00

®© 0o 00000

0o 0000
Sje e 0 00

o 0o 00

o 00

LN ]

L]

Dibuja otro triangulo y forma con los dos un rectangulo, de la siguiente manera:

+oe o0 0@
“leo oo @

=}

Como te das cuenta, el rectdngulo que posee n(n +1) monadas, dispone de doble de
monadas que el triangulo. Asi que puedes calcular la suma de los primeros numeros, por

mas larga que ésta sea:

T,=1+2+3+4+..+n=1n(n+1)
iMiral

Felicitaciones: jya conoces los niumeros triangulares!

19
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—Sacrificaré a Zeus cuatrocientos treinta y cinco toros, —concluy6 Eos su

investigacion.

Pero la hermana de Helio no realizo el sacrificio a Zeus, pues enseguida se enamoro de
Ganimides y se ocup6 en atenderle. “Lo haré mafiana, —se decia a si misma cada

madrugada.— jTengo mucho tiempo por delante!”

iOh, mujer coqueta! Has conseguido para ti a todos los amantes que quisiste, pasaste
buenos ratos con ellos, después los has abandonado. ¢De qué te ha servido caer en esta
trampa? jNo te ha dejado mas que afioranzas! En recuerdo de tus indiscreciones la aurora se
ruboriza a diario. El atardecer de tu vida ya esta llegando, y ta te sigues repitiendo: mafana,
mafiana... jNo puedes conseguir tu felicidad mafiana! Solo puedes hacerlo en este preciso

instante. jDeja de perseguir a los mortales jovenes! jRealiza tu Amor Eterno!
PARA LA REFLEXION

e ;Crees que al igual que Eos, los jovenes se enamoran constantemente?

e ;Has tenido el deseo de hacer algun sacrificio?Por qué?

e ;Cuantas veces no has cumplido con tu palabra?;Por qué?

e /CoOmo es el amor eterno?

e (En qué ocasiones has dejado para mafiana, pensando que tienes mucho tiempo

por delante?

2. CONCLUSIONES

La propuesta metodoldgica expuesta nos lleva a pensar que la solucién esta mas alla: en
los origenes de la matematica, en su naturaleza misma. La Matematica nacio para resolver
nuestros problemas, sale de nuestra inteligencia de la forma mas natural, es inherente a
nosotros: es el lenguaje de nuestra mente l6gica, una herramienta poderosa en la blsqueda
de la Verdad.
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Es por eso que no debe ser ensefiada ni impuesta: se debe lograr que “brote” de la
situacion, tal como ha ocurrido a través de los siglos, desde los indios y arabes como Al-
Joarizmi, europeos como Tartaglia, Descartes, Gauss, Riemman, y tantos otros. En el
contexto de esta reflexion, es preciso dotar de poder explicativo e interpretativo a los mitos,
relatos e historias. En ese sentido, es necesario conocer la historia de la Matematica para

reproducir y recrear situaciones originales en las aulas de nuestros alumnos.

Bajo esta conviccion, la presente metodologia para la ensefianza aprendizaje de la
matematica, pretende promover la investigacion y desarrollo de situaciones claves para

liberar la creatividad y lograr la claridad en los conceptos matematicos tan anhelados.
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